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前回、扱った Jacobi行列を用いて、積分の極座標への変数変換公式を導いた。また、対称関数
の積分と対称変換について扱った。

1.5 ２次元極座標

２次元極座標とは、次の式で与えられる平面の表現である。

x = (ξ, η)





ξ = r cos θ

η = r sin θ

ただし、r > 0, 0 ≤ θ ≤ 2πである。

補題 1.1.

Ψ : R+ × [0, 2π) 3 (r, θ) → (ξ, η) ∈ R2 \ {0}
すなわち、

Ψ(r, θ) = (r cos θ, r sin θ) = (ξ, η) r > 0, θ ∈ [0, 2π)

とするとき、

1. Ψは全単射である。

2. Ψ−1 は連続微分可能である。

3. (r, θ)は直交座標系である。

4. Ψの Jacobi行列 JΨ は、

JΨ(r, θ) =

(
cos θ −r sin θ

sin θ r cos θ

)

定理 1.4. gを領域D ⊂ R2 \ {0}からへの写像とするとき、
∫

D

g(ξ, η) |dξdη| =
∫

D

g(Ψ(r, θ))|det(JΨ(r, θ))| |drdθ| =
∫

D

g(r cos θ, r sin θ)r |drdθ|

1.6 ３次元極座標

３次元極座標とは、次の式で与えられる空間の表示である。

x = (ξ, η, σ)





ξ = r sin θ cos ϕ

η = r sin θ sinϕ

σ = r cos θ

ただし、r > 0, 0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ ϕ ≤ 2πである。
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補題 1.2.

Ψ : R+ × (0, π)× [0, 2π) 3 (r, θ, ϕ) → (ξ, η, σ) ∈ R3 \ {0}
すなわち、

Ψ(r, θ, ϕ) = (r sin θ cos ϕ, r sin θ sinϕ, r cos θ) = (ξ, η, σ) r > 0, θ ∈ (0, π), ϕ ∈ [0, 2π)

とするとき、

1. Ψは全単射である。

2. Ψ−1 は連続微分可能である。

3. (r, θ, ϕ)は直交座標系である。

4. Ψの Jacobi行列 JΨ は、

JΨ(r, θ, ϕ) =




sin θ cos ϕ r cos θ cos ϕ −r sin θ sinϕ

sin θ sinϕ r cos θ sinϕ r sin θ cos ϕ

cos θ −r sin θ 0




定理 1.5. gを領域D ⊂ R3 \ {0}からへの写像とするとき、
∫

D

g(ξ, η, σ) |dξdηdσ| =
∫

D

g(Ψ(r, θ, ϕ))|det(JΨ(r, θ, ϕ))| |drdθdϕ|

=
∫

D

g(r sin θ cos ϕ, r sin θ sinϕ, r cos θ)r2 sin θ |drdθdϕ|

1.7 領域 In上での積分

定義 1.1 (対称関数). Rn の上で定義された関数 f が対称関数（対称式）であるとは、任意の置換 σ ∈ Sn

に対して、

(σf)(ξ1, ξ2, · · · , ξn) = f(ξσ(1), ξσ(2), · · · , ξσ(n)) = f(ξ1, ξ2, · · · , ξn)

が成立することである。

演習問題 1.1. f を Rn上で定義された対称関数とするとき、区間 I = [α, β]の直積領域 In上での関数 f の

積分は
∫

In

f(x)|dx| = n!
∫

J

f(x)|dx|

ただし、J = {(ξ1, ξ2, · · · , ξn) ∈ Rn | α < ξ1 ≤ ξ2 ≤ · · · ≤ ξn ≤ β}

となることを示せ。特に、gを閉区間 I 上の連続関数とするとき、次の公式を示せ。
(∫

I

g(ξ)dξ

)n

= n!
∫

J

g(ξ1)g(ξ2) · · · g(ξn) dξ1dξ2 · · · dξn
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1.8 正定値対称変換

演習問題 1.2. SをRnからRnへの全単射な正定値対称変換とし、λ1, λ2, · · · , λnを Sの固有値とするとき、
∫

R
exp(−〈x, Sx〉)|dx| = (

√
π)n

√
λ1λ2 · · ·λn

=
(
√

π)n

√
det S

が成立することを示せ。

編集　 J.S
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